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Résumé 

Nous étudions deux surfaces à petits carreaux respectivement de degré 8 dans la strate flÀ4s(2, 2) et 
de degré 9 dans la strate 0^4(3,3). Dans ces deux exemples les dimensions des sous-espaces isotropes 
de l'homologie engendrés par les circonférences des cylindres dans les directions rationelles sont respecti- 
vement 2 et 3 (indépendemment de la pointe). Ainsi, dans chacun de ces exemples, le critère géométrique 
de G. Forni pour la non-uniforme hyperbolicité du cocycle de Kontsevich-Zorich ne s'applique pas. Ce- 
pendant, en utilisant un critère algébrique pour les conditions de "twisting" et "pinching" de |AV1| et 
|AV2j (voir |MMY| ) nous démontrons que dans les deux cas que ce spectre est simple et ne contient aucun 
exposant nul. En particulier, la positivité du spectre de Lyapunov pour une mesure régulière n'implique 
pas l'existence de surface complètement périodique dans le support de cette mesure dont le sous-espace 
isotrope engendré par les circonférences des cylindres est de dimension maximale. 

Abstract 

A counterexample to the reciprocal of Forni criterion about positivity of Lyapunov ex- 
ponents of the Kontsevich-Zorich cocycle 

We study two square-tiled surfaces, one with 8 squares inside QMs(2, 2), and other with 9 squares inside 
QM4 (3, 3), resp. In thèse examples, the dimensions of the isotropic subspaces (in absolute homology) 
generated by the waist curves of the maximal cylinders in any fixed rational direction are 2 and 3 resp. 
Hence, a geometrical criterion of G. Forni for the non-uniform hyperbolicity of Kontsevich-Zorich (KZ) 
cocycle can't be applied to thèse examples. Nevertheless, we prove that there are no vanishing exponents 
and the spectrum is simple for thèse two square-tiled surfaces. In particular, the non-vanishing of ex- 
ponents of KZ cocycle for a regular measure doesn't imply that the support of this measure contains a 
completely periodic surface whose waist curves of maximal cylinders générâtes a Lagrangian subspace in 
its absolute homology. 

1 Introduction 

L'objet de cette note est l'étude de deux exemples de surfaces arithmétiques qui montre qu'il n'y a pas 
de réciproque au critère géométrique de G. Forni |F2| pour la non- uniforme hyperbolicité du cocycle de 
Kontsevich-Zorich (KZ). On rappelle que le cocycle KZ est défini sur l'espace des modules de différentielles 
abéliennes et permet d'estimer les déviations des moyennes ergodiques dans certains billards rationnels (voir 
[ZUE2] et [FI]). 

Théorème 1.1 ([F2j Theorem 4) Soit ÇIM 9 (k) une strate de V espace des modules des différentielles 
abéliennes sur les surfaces de genre g. Soit /j, une mesure affine S X(2, M) -invariante et ergodique. Si dans le 
support de /j, il existe une surface complètement périodique S dont les circonférences des cylindres engendrent 
un sous- espace isotrope de dimension k alors au moins k des exposants de Lyapunov du cocycle KZ pour la 
mesure \i sont positifs. 
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Soit T le tore C/Z 2 muni de la forme abélienne dz. On note T la surface T privée de l'origine et F2 =< 
r,u >= vti(T) où r et u désigne les générateurs canoniques horizontal et vertical du groupe fondamental. 

Soit S3 G A^3(2, 2) le revêtement de degré 8 de T dont les holonomies le long de r et u sont respectivement 
données par (voir aussi la figure [2]) 

f = (1,2,3,4X5,6,7,8) et u = (1, 2, 3, 5)(4, 8, 7, 6). 

Le commutateur de f and û vaut [f, û] = (2, 4, 5) (3, 8, 6). Remarquons que l'action de M =< f,û > sur 
{1,2,3,4,5,6,7,8} possède deux blocs {1, 3, 6, 8}, {2, 4, 5, 7} et montre ainsi que S3 est un revêtement de 
degré 4 d'un tore ramifié au-dessus de deux points. 

Tous les espaces isotropes associés aux décompositions en cylindres de la surface S3 sont de dimension 
strictement plus petite que le genre de S3 qui est 3. 

Proposition 1.2 La courbe de Teichmûller SL(2,M) -83 possède deux pointes. Dans chacune des directions 
de pointes, les circonférences des cylindres engendrent un espace isotrope de dimension 2 dans -ffi(Ss;Z). 

Le critère de Forni (théorème |1.1[ ) ne permet pas de démontrer la positivité des exposants dans ce cas. 
Nous obtenons un théorème de positivité et de séparation des exposants. 

Théorème 1.3 Les exposants du cocycle KZ pour la mesure de Haar sur SL(2,M) ■ S3 vérifient 1 = u\ > 
V2 > > 0. 

Soit maintenant S4 G £1^4^(3,3) le revêtement de T donné par 

f= (1,2, 3) (4, 5, 6) (7, 8, 9) et û = (4, 2, 1)(3, 6, 9)(7, 8, 5) 

Comme précédemment, les espaces isotropes associés au décompositions en cylindres de la surface S4 
sont de dimension strictement plus petite que le genre de S4 qui est maintenant 4. 

Proposition 1.4 La courbe de Teichmûller SX(2,K) -84 possède 8 pointes. Dans chacune des directions de 
pointes, les circonférences des cylindres engendrent un sous-espace isotrope de dimension 3 dans £/i(S4;Z) 

Dans ce cas aussi, il y a un théorème de positivité et de séparation pour les exposants. 

Théorème 1.5 Les exposants de Lyapunov du cocycle KZ pour la mesure de Haar sur SL(2, M) -84 vérifient 
1 = Ui > U2 > > U4 > 0. 



Les surfaces S3 et S4 ont été obtenues par génération exhaustive des orbites de surfaces à petits carreaux. 
Les calculs ont été réalisés avec le logiciel Sage [Sa] dont le code spécifique aux surfaces à petits carreaux a 
été rédigé par le premier auteur à partir de programmes de S. Lelièvre [L] ainsi que la librairie développée 
par K. Kremer et G. Schmithiisen |KS| . 



2 Démonstration des résultats pour S3 G ^3^(2,2) 



Pour démontrer la proposition 1.2 et le théorème 1.3 on utilise un critère de [MMYj donnant une condition 



suffisante pour la positivité et la séparation des exposants. 

Soit S une surface de translation. On note Aff(S) son groupe affine (le groupe des difféomorphismes de 
S qui sont linéaires dans les cartes) et T(S) son groupe de Veech (la partie linéaire de Aff(S)). De manière 
générale, on a une suite exacte 1 — > Aut(S) — > Aff(S) — ï T(5). Dans notre cas, la surface S3 ne possède 
pas d'automorphisme distinct de l'identité et nous identifierons dans la suite les matrices de r(Ss) avec les 
éléments du groupe affine. 

Nous aurons besoin des générateurs de SX(2,Z) suivants 

'-'il) - *-(! ! 
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Soit S une surface à petits carreaux. On note #i(£;Q) = #i(T;Q) H\ U) (S;Q) où fli(T;Q) C H^SiQ) 
est identifié via le revêtement 7r : S — > T. Le sous-module -ffj°^(5;Q) peut-être vu comme l'orthogonal 
symplectique de Hi(T; Q) ou comme l'ensemble des vecteurs d'holonomie nulle pour la forme ir^dz G £l(S). 
Si ^ G Aff(S) est un élément du groupe affine, alors il préserve le sous-module h[°\S;Q) et on note (j)^ 
la restriction de </>* a h[°\S;Q). 

Définition 2.1 Soit S une surface à petit carreaux. Un élément <p G Aff(S) est appelé direct hyperbolique 
si il est hyperbolique et qu'il est conjugué à un produit positifs des éléments L et R. Il est équivalent de dire 
qu'il s'agit d'un élément de SL(2,Z) dont la trace est strictement supérieure à 2. 

On énonce maintenant le critère de [MMYJ qui est basé sur les travaux d'A. Avila et M. Viana [AV2]. 
Dans |AV2j est donné un critère général de séparation et de positivité des exposants de Lyapunov pour les 
cocycles symplectiques localement constant. Ce critère a entre autre permis de démontrer la séparation des 
exposants de Lyapunov du cocycle KZ pour les mesures de Liouville sur les strates |AVlj . 

Théorème 2.2 (MMY) Soit S une surface à petits carreaux de genre g. Soit 4>\,(f>2 G Aff(S) deux 
éléments directs hyperboliques et (f)^\(j>^ : h[°\S;Q) — > h[°\S;Q) les actions induites sur l'homologie. 

Soit xi (respectivement xi) le polynôme caractéristique de (ffl (resp. 4>^ ) et K\ (resp. K2) son corps de 
décomposition dans C. Si 

1. xi est irréductible sur Q, 

2. Ki est totalement réel de degré 2 g ~ 1 (g — 1)! sur Q, 




n'ont pas de sous-espace invariant commun, 



alors le cocycle KZ au-dessus de la courbe de Teichmûller de S a g exposants positifs et séparés. 

Dans la suite, nous construisons deux éléments 0i, $2 £ IXS3) vérifiant les hypothèse du théorème ci-dessus. 
Nous commençons par décrire la courbe de Teichmiiller de la surface S3. 

Proposition 2.3 Le groupe de Veech IXS3) de l'origami S3 est le sous-groupe d'indice 3 de SL(2,Z) donné 
par 

r(S 3 ) = | ( ^ h d J G SL(2, Z);a + b = c + d=l mod 2 j . 

En particulier, la courbe de Teichmûller C est de genre et possède deux pointes. 

Nous appliquons l'algorithme de [Sel] pour déterminer l'action de L et R sur les classes d'équivalences 
de permutations. Le groupe de Veech est alors donné par l'ensemble obtenu par la composition des matrices 
L et R le long des lacets enraciné en S3 dans le graphe orienté de la figure [ÎJ 




(3 5 7)(4 8 6) 
(1 2 3 4) 



R 



R 



(1 2 3 4) (5 6 7 
(1 2 3 5) (4 8 7 6) 



(1 2 3 4) 
(3 5 7)(4 8 6) 




L 



Figure 1 - Orbite de S 3 sous l'action de SL(2,Z). 

Il y a deux décompositions en cylindres à étudier reliées aux deux pointes de r(Sa). On vérifie que dans 
la première pointe on a deux cylindres non homologues et dans la seconde on a trois cylindres dont deux 
sont homologues. 

Nous choisissons maintenant une base de Hi^S-^; Q) de manière à pouvoir faire des calculs. La surface S3 



est munie d'une décomposition simpliciale canonique 61(83) = ®, ; 
S 3 -> T (voir figure [2]. 



va; 1 



© 



venant du revêtement 



3 




Figure 2 - Structure simpliciale cubique de S3. 



On remarquera que tous les cycles relatifs ai (resp. bi) sont d'holonomie (1, 0) (resp. (0, 1)). Une base de 
i?i(T; Q) est donnée par les deux vecteurs a = Yli=i ^ et b = X^=i °i- ® n choisit pour base de #{ 0) (S 3 ;Q) 
les vecteurs suivants 



B 



1, 

-{ai + a 2 - a 7 



as), (04-05), 7,(01 + b 2 - h ~ h), (Ô4-&5) 



Toutes les matrices dans la suite seront exprimées dans la base B. En particulier, la forme d'intersection 
restreinte à h[° (S3;Q) est donnée par la matrice 



n 



M 
-M 



avec M 



1 1 
■1 1 



Nous construisons maintenant des éléments pseudo-Anosov de ^4//(Ss) en suivant un chemin dans le 
graphe associé à l'action de L et R sur la SX(2,Z) orbite de S3 (voir figure [î]). On choisit des chemins 
particuliers qui sont des produits des éléments paraboliques L 2 et R 2 . 

On établit tout d'abord. 

Lemme 2.4 Les matrices sur associées aux transformations paraboliques L 2 et R 2 sont 



( -1 -1 -1 \ 

10 

-1 

V 0-10/ 



et 



/ 10 \ 
10 
-11-10 

V 00 1 / 



Soient 4>\ = L 8 R 2 L 2 R 2 et cj) 2 = L e R 2 L 2 R 2 vus comme des éléments de ^4//(Ss). On vérifie alors 
Lemme 2.5 Les éléments <f>\ et 4> 2 vérifient les hypothèses du théorème \27i 



Les polynômes caractéristiques de cp^ et 



4 0) 



sont respectivement xi 



2x à - 30x 2 - 2x + 1 et 



X2 = x 4 — 80x 3 + 1438x 2 — 80x + 1 et sont tous deux irréductibles. Notons respectivement K\ et K 2 les 
corps de décomposition de ces polynômes. La condition d'irréductibilité de xi (resp. X2) implique que chaque 

sous-espace invariant non trivial de (j)^ (resp. (^2^) ) es ^ défini sur un sous-corps de K\ (resp. K 2 ) différent 
de Q. Pour conclure que K\ n K 2 - 



on utilise le lemme suivant. 



x] un polynôme réciproque irréductible. Notons 
a, 0\ est le corps de décomposition de P et no- 



Lemme 2.6 Soit P = x 4 + ax 3 + bx 2 + ax + 1 € 

a, a -1 , (3, (3~ 1 G C ses quatre racines. Le corps K = 
tons 

K 1 = Q[(a + P)(a~ l + /T 1 )] = Q[(a + /T 1 )^ + = Q[y/(b - 2) 2 - 4a 2 ]. 

Alors, si K' = Q, le corps K est de degré 4 et de groupe de Galois V4 (groupe de Klein) sinon K' est de 
degré 2 et K est de degré 8 et le groupe de Galois de K est -D4 (groupe dihédral). 
De plus, si Gal(K/Q) ~ D4 alors K possède trois sous-corps de degré 2 qui sont 

1. K' 
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2. 



la + a 



4(6-2) 
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3. Q[a/3 2 + Pa~ 2 + a^/T 2 + /T 1 ^] = Q[y/((b - 2) 2 - 4a 2 )(a 2 - 4(6 - 2))]. 



Ce lemme se vérifie en montrant que l'action du groupe de Klein V4 C ©4 fixe un corps de degré 1 ou 2 
(pour un polynôme quelconque ce corps est de degré 1, 2, 3 ou 6). Il faut ensuite déterminer les équations 
ci-dessus qui s'obtiennent par un calcul direct. 

Grâce au lemme 2.6 nous savons que les degrés de K\ et K2 sont des puissances de 2. Ainsi, montrer que 
l'intersection K\ n K2 se réduit à Q revient à montrer qu'il n'ont pas de sous-corps quadratiques communs. 
Le lemme permet de montrer que K\ et K2 sont tous deux de degré 8 et que leurs sous-corps quadratiques 
sont respectivement 7, 33 et 231 et pour K2 15, 185 et 111. Les conditions du critère du théorème |2.2| sont 
vérifiées. 



Les valeurs expérimentales pour les exposants de Lyapunov de S3 (obtenues grâce à un programme d'A. 
Zorich) sont V2 — 0.5869 et ^3 ~ 0.0791. Le fait que la valeur de vj, soit petite devant V2 explique peut-être 
pourquoi nous avons été obligé de prendre des produits relativement grand pour fa et fa. 

Remarquons d'autre part que dans les deux exemples présentés dans cette note, les dimensions homolo- 
giques sont g — 1 si g désigne le genre de la surface. 
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